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Resumen

En este trabajo se aborda el problema de la articulaciéon de dos marcos teéricos usados en la investigacion
sobre la ensefianza y aprendizaje de las matemadticas: la teorfa de la objetivacién y el enfoque ontosemiético del
conocimiento y la instruccién matematicos. Como primera aproximacién al problema, se describen los principios
y conceptos bdsicos de ambas teorfas y se identifican algunas concordancias y complementariedades. Para
contextualizar la reflexién se usa el informe de una investigacién empirica sobre interpretacién de un gréfico
cartesiano que representa el movimiento relativo, planteada en el marco de la teorfa de la objetivaciéon. Aunque
ambas teorfas comparten principios socioculturales sobre la naturaleza de las matematicas y los procesos de
aprendizaje, este ejemplo permite reconocer el diferente énfasis que ponen ambos enfoques en el analisis de las
dimensiones epistemolégica, ontolégica y semidtico-cognitiva, y las implicaciones de estas diferencias sobre la
dimensién instruccional.
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Concordances and complementarities between the Theory of
Objectification and the Ontosemitic Approach

Abstract

This paper addresses the problem of the articulation of two theoretical frameworks used in research on the
teaching and learning of mathematics: the theory of objectification and the onto-semiotic approach to
mathematical knowledge and instruction. It is a first approach to the problem in which the basic principles and
concepts of both theories are described and some concordances and complementarities are identified. To
contextualize the reflection, we use the report of an empirical research on the interpretation of a Cartesian graph
that represents relative movement, proposed in the framework of the objectification theory. Although both
theories share socio-cultural principles about the nature of mathematics and learning processes, this example
allows to recognize the different emphasis that both approaches put on the analysis of the epistemological,
ontological and semiotic-cognitive dimensions, as well as their implications on the instructional dimension.

Keywords: networking theories, objectification theory, onto-semiotic approach

Concordéncias e complementaridades entre a Teoria da Objecdo e a
Enfoque ontossemiético

Resumo

Neste trabalho aborda-se a problematica da articulagdo de dois referentes teéricos, usados na investigacdo
sobre o ensino e aprendizagem da matemdtica: a teoria da objetivacdo e o enfoque ontossemiético do
conhecimento e instru¢do matematicos. Trata-se de uma primeira aproximagio desta problemdtica, em que se
descrevem os principios e conceitos bésicos de ambas as teorias e se identificam alguns aspetos concordantes e
complementares. Para contextualizar a reflexdo utiliza-se a descrigdo de uma investigacdo empirica, sobre a
interpretagdo de um grafico cartesiano representativo de um movimento relativo, realizada segundo o referente
tedrico da teoria da objetivagdo. Apesar de ambas as teorias compartilharem principios socioculturais sobre a
natureza da matemadtica e dos processos de aprendizagem, este exemplo permite reconhecer diferentes énfases
que os dois enfoques pdem em jogo na andlise das dimensdes epistemolégica, ontolégica e semidtico-cognitiva,
assim como as implica¢des sobre a dimenséo instrucional.

Palavras-chave: articulagdo de teorias, teoria da objetivagdo, enfoque ontossemistico.
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1 Introduccidén

La complejidad de los procesos de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas, los diversos factores
que se deben tener en cuenta y la influencia de los
diversos contextos culturales, justifican que se ha-
yan generado diversas teorfas para tratar de descri-
bir, explicar y disefiar dichos procesos. Esta es la ra-
z6n por la que la articulacién de marcos tedricos
(networking theories) estd recibiendo una atencién
particular por diversos autores (Bikner-Ahsbahs y
Prediger, 2014; Prediger, Bikner-Ahsbahs y Arza-
rello, 2008), quienes consideran que la coexistencia
de diversas teorfas para explicar los fenémenos de
una disciplina como la didactica de las matemadticas
puede ser hasta cierto punto inevitable y enriquece-
dora, pero al mismo tiempo puede constituir una ré-
mora para su consolidacién como campo cientifico.
Prediger, et al. (2008) describen diferentes estrate-
gias y métodos para articular teorfas, que van desde
ignorar la existencia de otras teorfas o no relacio-
narlas a la unificacién global de todas ellas. Algunas
estrategias intermedias sugeridas por estos autores
serfan hacer comprensibles entre sf las teorias, com-
parar y contrastar diferentes aproximaciones, coor-
dinar y combinar perspectivas, para, finalmente, lo-
grar una integracién y sintesis local.

En este trabajo iniciamos el estudio de la arti-
culacién entre la Teorfa de la Objetivacién (TO)
(Radford, 2006; 2014) y el Enfoque Ontosemi6tico
(EOS) (Godino, 2002; Godino, Batanero y Font,
2007; 2019). En la Seccién 2 presentamos una sinte-
sis de los rasgos caracteristicos de la TO incluyendo
la descripcién de una investigacién que aplica la TO
como base para el disefio e interpretacién de sus re-
sultados. En la Seccién 3 incluimos la descripcién de
las herramientas del EOS que tienen relacién con la
TO y las aplicamos para interpretar la investigacién
empirica mencionada. En la Seccién 4 analizamos las
concordancias y complementariedades entre las dos
teorfas, comparando los principios que asumen para
abordar los problemas epistemolégico, ontolégico,
semiético-cognitivo, educativo-instruccional y eco-
l6gico implicados en la ensenanza y aprendizaje de
las matematicas. Finalmente incluimos una sintesis,
describimos limitaciones del trabajo y algunas cues-
tiones abiertas.

2 Teoria cultural de la objetivacién

Radtord (2006; 2008; 2014) ha desarrollado una
teorfa de la ensenanza y el aprendizaje de las mate-
madticas que se inspira en las escuelas antropolégicas
e histérico-culturales del conocimiento. Se apoya en
una epistemologia y una ontologia no racionalistas
que dan lugar, por un lado, a una concepcién antro-
polégica del pensamiento y, por el otro, a una con-
cepcioén esencialmente social del aprendizaje.

2.1 Principios y conceptos bdsicos de la TO

Se asume una manera especifica de considerar la
educacién en general, y la ensenanza y aprendizaje
en particular, que tiene en cuenta, no solo los cono-
cimientos en juego sino también la formacién de los
alumnos en tanto que sujetos humanos. Esta posi-
ci6én politico-conceptual, conocida como feoria de la
objetivacion, “se plantea el objetivo de la educacién
matemdtica como un esfuerzo politico, social, hist6-
rico y cultural cuyo fin es la creacién de individuos
éticos y reflexivos que se posicionan de manera cri-
tica en practicas matemdticas constituidas histérica
y culturalmente” (Radford, 2014, p. 135-136). La
comprensién y la produccién de saberes y subjetivi-
dades en el aula, asi como la identificacién de formas
pedagdgicas de accién que conlleven a una ense-
fanza y aprendizaje significativos, son dos de los ob-
jetivos de la teorfa de la objetivacién.

Los principios de la TO se articulan alrededor
de cinco conceptos fundamentales relacionados en-
tre s (Radford, 2006, pp. 123-124):

1. Concepto de pensamiento, elaborado en términos
no mentalistas. El pensamiento es sobre todo
una forma de re-flexién activa sobre el mundo,
mediatizada por artefactos, el cuerpo (a través
de la percepcién, gestos, movimientos, etc.), el
lenguaje, los signos, etc.

2. Concepto de aprendizaje. El aprendizaje es visto
como la actividad a través de la cual los indivi-
duos entran en relacién no solamente con el
mundo de los objetos culturales (plano sujeto-
objeto) sino con otros individuos (plano sujeto-
sujeto o plano de la interaccién) y adquieren, en
el seguimiento comtn del objetivo y en el uso
social de signos y artefactos, la experiencia hu-
mana. “El aprendizaje no consiste en construir
o reconstruir un conocimiento. Se trata de dotar
de sentido a los objetos conceptuales que en-
cuentra el alumno en su cultura. La adquisicién
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del saber es un proceso de elaboracién activa de

significados” (p. 113).

8. Concepto de sistemas semidticos de significacion
cultural, de naturaleza epistemoldgica. Como
toda actividad, el aprendizaje estd enmarcado
por sistemas semiéticos de significacién cultu-
ral que “naturalizan” las formas de cuestiona-
miento y de investigacién del mundo.

4. Concepto de objeto matemdtico, de naturaleza on-
tolégica. Los objetos matematicos son definidos
como patrones fijos de actividad reflexiva in-
crustados en el mundo constantemente en cam-
bio de la practica social mediatizada por los ar-
tefactos. El objeto no es un objeto monolitico u
homogéneo. Estd compuesto de capas de gene-
ralidad que son reconocidas de manera progre-
siva por el alumno.

5. Concepto de objetivacion, de naturaleza se-
midtico — cognitiva. El proceso de objetivacién
o toma de conciencia subjetiva del objeto cultu-
ral. El aprendizaje se define como proceso so-
cial de objetivacién de esos patrones externos
de accién fijos en la cultura.

Un principio esencial de la teorfa de la objetiva-
cién es la idea de labor o trabajo, en el sentido que le
dieron Hegel, Marx, Leont’ev y el materialismo dia-
léctico. Es a través de la labor o trabajo cémo los
individuos se desarrollan y se transforman continua-
mente, encontrando en el mismo los sistemas de
ideas de la cultura: sistemas de ideas cientificas, le-
gales, artisticas, etc. Es también a través de la labor
que encontramos formas culturales de ser.

En este marco la ensenanza y aprendizaje no se
consideran como dos procesos distintos, sino como
labor conjunta en el sentido hegeliano. Lo que ocu-
rre en la escuela, es decir, la ensefianza y aprendizaje
no son dos actividades separadas, una llevada a cabo
por un profesor que gufa al alumno, y la otra por un
alumno que hace las cosas por si y para si mismo,
sino como una sola e inseparable actividad. “En este
contexto, la ensefianza-aprendizaje es la expresién
de una forma de vida: una labor conjunta que ocurre
en un espacio sociopolitico al interior del cual tienen
lugar el conociendo (“knowing”) y el volviéndose (“be-
coming”), esto es volviéndose sujeto en tanto que
proyecto histérico-social siempre inconcluso, siem-
pre en movimiento” (Radford, 2014, p. 138).

La teorfa de la objetivacién adopta el sentido he-
geliano de objetivacién: algo que esta alli y que apa-
rece frente al sujeto, y se presenta, en consecuencia,
como una teorfa fenomenolégica.

La objetivacién es el proceso social, corpéreo
y simbélicamente mediado de toma de con-
ciencia y discernimiento critico de formas de
expresién, accién y reflexién constituidas
histéricamente y culturalmente (Radford,
2014, p. 141).

El encuentro con los sistemas culturales de pen-
samiento debe ser critico, lo que “significa que el es-
tudiante participa activamente en ese encuentro, en
oposicién a lo que podria ser una presencia pasiva,
que es lo que sucede en el llamado modelo tradicio-
nal o modelo transmisivo en el que el estudiante re-
cibe pasivamente la informacién” (Radford, 2018, p.
68).

El conocer, como proceso (‘knowing’), queda
definido como toma de conciencia en el curso de un
desarrollo social, emocional y sensible; estd mediati-
zado por la cultura material (signos, artefactos, len-
guaje, etc.), los sentidos y el cuerpo (a través de ges-
tos, acciones kinestésicas, etc.).

El sujeto que participa en la objetivacién es un
sujeto concreto y no el sujeto epistémico abstracto
de otras teorfas (como la de Piaget y la Teorfa de
Situaciones). Es un sujeto que siente, goza y sufre.
El proceso de subjetivacién lo define Radford en los
siguientes términos:

La subjetivacién consiste en aquellos proce-
sos mediante los cuales los sujetos toman po-
sicién en las précticas culturales y se forman
en tanto que sujetos culturales histéricos
tnicos. La subjetivacion es el proceso histé-
rico de creacién del yo. (Radford, 2014, p.

142)

El sujeto se constituye en tanto que sujeto a tra-
vés de sus acciones, reflexiones, gozos, sufrimientos,
etc. Pero, por otro lado, las acciones a través de las
cuales el sujeto se constituye estan inmersas en for-
mas de accién y de relacién hacia otros que son cul-
turales e histéricas.

Desde el punto de vista metodolégico se reali-
zan observaciones sistematicas de la implementacion
de actividades matemadticas en clases reales. “No se
trata de la actividad de un estudiante aislado o la ac-
tividad de un profesor aislado, sino un fenémeno
evolutivo individual-social que se mueve hacia un
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objeto (el objeto de la actividad), aunque cada estu- Dos estudiantes, Pedro y Marta, se colocan a un metro de

distancia uno del otro. Ellos comienzan a moverse en linea
recta. Marta, que estd detrds de Pedro, tiene una calculadora
con un CBR' conectado. La gréfica obtenida se ha reprodu-
cido abajo. Describan el movimiento de Pedro y Marta para

diante no perciba el objeto con la misma claridad y
comprensién” (Radford, 2015, p. 564). Se trata de
identificar evidencias de aprendizaje registrando la

54

manera en que los estudiantes llegan a encontrar
formas de pensamiento culturalmente constituidas,
imaginando, intuyendo, simbolizando y actuando.

2.2 Interpretacion de grdficas cartesianas sobre
el movimiento desde el punto de vista de la
teorfa de la objetivacién

Con la finalidad de facilitar la comprensién de
las caracteristicas de la TO, en esta seccién inclui-
mos una sintesis de una investigacién disefiada y
analizada mediante las herramientas conceptuales y
metodolégicas de la TO. Se trata de la interpretacién
de graficas cartesianas que representan el movi-
miento relativo de dos estudiantes (Miranda, Rad-
tord y Guzmdn, 2007).

En el articulo se describen tanto la manera en la
que los estudiantes dotan de sentido a las graficas
cartesianas como la forma en la que modifican sus
interpretaciones a medida que las relacionan con el
movimiento de objetos fisicos. La adquisicién de las
formas interpretativas de graficas cartesianas en
torno al movimiento se concibe como un proceso de
aprendizaje, esto es, un proceso social de dotacién de
significados dentro de una actividad mediatizada por
la interaccién social, y por los artefactos y signos de
naturaleza variada (simbolos matematicos, lenguaje,
gestos, etc.).

La experiencia involucra a estudiantes de grado
10 (15-16 afios) durante una clase ordinaria de ma-
tematicas en la que deben interpretar una grafica
cartesiana que refleja el movimiento relativo de dos
estudiantes. La recogida de la informacién se realizé
en cuatro fases: 1) grabacién de la actividad (esta
grabacién se realizé con cuatro cdmaras de video de
las discusiones de los estudiantes en el aula de clase
en el momento de resolver la actividad); 2) obtencién
de las hojas de trabajo de cada estudiante (si la acti-
vidad no habia sido terminada en una sesién, las ho-
jas de trabajo se recogfan, se digitalizaban y se en-
tregaban nuevamente en la siguiente sesién); 3) tras-
cripcion del discurso de los estudiantes durante la
solucién de la actividad; 4) andlisis de videos de la
interaccién social y procesos de resolucién de pro-
blemas.

En el articulo se analiza el proceso de objetiva-
cién (aprendizaje) de un grupo de tres estudiantes.

poder obtener tal grafica.

/

N

Figura 2 Actividad: Pedro y Marta
Figura 1. Actividad: Pedro y Martha
(Miranda, et al, 2007m p. 13)

La tarea que deben resolver los estudiantes se in-
cluye en la Figura 1.

Los didlogos entre los alumnos, y en algunos
momentos con el profesor, revelan las interpretacio-
nes iniciales que hacen de los puntos y segmentos
representados en el grafico. En particular, se mues-
tran las dificultades en comprender la variable d re-
presentada en el eje de ordenadas, distancia relativa
entre Marta y Pedro. Los segmentos AB y BC son
interpretados como representaciéon del desplaza-
miento absoluto de un objeto, en este caso Pedro.
Las practicas discursivas se complementan con prac-
ticas gestuales mediante las cuales se sefialan posi-
ciones y direcciones del movimiento.

Vemos ya, pues, cémo la interpretacién que
hacen los alumnos de la gréfica dada esté en-
marafiada en por lo menos dos espacios: un
espacio geométrico y el espacio fenomenolé-
gico de evocacién del fendmeno. Como vere-
mos mas adelante, gran parte de la lucha de
objetivacién de los alumnos consistird en ar-
ticular de manera conveniente los significa-
dos propios de cada uno de esos espacios (Mi-
randa, et al, 2007, p. 16).

En el fragmento 2 de la transcripcién, las alum-
nas siguen haciendo manifestaciones (verbales y ges-

Concordancias y complementariedades entre la Teoria de la Objetivacion y el Enfoque Ontosemidtico




Asociacion Colombiana de Matemdtica Educativa

tuales) que indican su falta de comprensién del sig-
nificado de los distintos elementos de la gréfica, lo
que lleva a Carla (I.17) a reclamar la intervencién del
profesor. La recta AB es interpretada como la cami-
nata de Pedro y de Marta; el segmento AB es, a la
vez, segmento en un plano de expresién geométrico
de representacién y descripcién fenomenoldgica de
movimiento.

En los fragmentos incluidos en el articulo se ob-
serva que el modelo instruccional sigue basicamente
un patrén de tipo “constructivista”, en el sentido de
que la responsabilidad de responder a la cuestiéon
planteada, esto es, la interpretacién de la grafica car-
tesiana como representaciéon del movimiento rela-
tivo, es de los estudiantes. Las intervenciones del
profesor tienen lugar a requerimiento de los estu-
diantes y consisten en el planteamiento de cuestio-
nes més afinadas, las cuales apoyan y en cierto modo
hacen posible el proceso de objetivacién:

L22. Profesor: Entonces, si hay uno [un nifio] que ca-

mina mas rdpido que el otro, éla distancia entre los

dos va a ser siempre la misma?

L28. Profesor: ¢Y el CBR camina también?

Aunque no conclusiva desde el punto de vista
légico, la estrategia del profesor mueve las piezas
discursivas de los alumnos dentro de lo que serfa una
nueva configuracién conceptual de la cual podria es-
perarse una nueva via de atacar el problema.

En el fragmento 4 el profesor contintia apor-
tando algunas sugerencias claves:

L30. Profesor: Bien. Una pregunta que puede ser de

ayuda para ustedes. Esto... A [con un boligrafo, en-

cierra el punto A en un pequefio circulo (figura 7a)].

Aqui A, équé representa en la gréfica? [el profesor

desliza varias veces su boligrafo entre el origen de

coordenadas y el punto A].

Estas acciones del profesor (por ejemplo, ence-
rrar el punto A y afiadir el nimero cero) son formas
de objetivacién de las posiciones de Pedro y Marta
en el plano cartesiano. Estas formas diferentes de
objetivacién a las que recurre el profesor para resal-
tar el punto A y el origen de coordenadas hacen pre-
sente un conocimiento no considerado con anterio-
ridad por las estudiantes. No obstante, las alumnas
estdn completamente perdidas llegando a confundir
el punto A con la posicién de Marta.

Ante la falta de comprensién de los alumnos de
lo que se esta representando en el eje de ordenadas,
el profesor se decide a aportar un conocimiento mas
explicito:

L40. Profesor: Bien. Eso [el metro] representa la dis-
tancia entre las dos personas [sefiala el espacio que
hay entre los dibujos de Pedro y Marta].

Tras de su intervencién en L44, el profesor dice
“ya no digo mas”, y pasa a interaccionar con otro
grupo de alumnos, lo que nos lleva a pensar que esta
siguiendo un patrén més bien constructivista.

Después de un proceso bastante laborioso, con
apoyo del profesor en puntos criticos, las alumnas
logran producir el siguiente texto que es una inter-
pretacién pertinente del grafico:

“Pedro se aleja de Marta caminando mas rapido du-

rante tres segundos. El estd ahora a dos metros de

ella. Ellos caminan a la misma velocidad durante dos
segundos. Pedro reduce su velocidad durante dos se-
gundos, por lo tanto se acerca a Marta.”

El anélisis de datos se basa en una concepcién
multimodal del pensamiento humano segin el cual
se debe tener en cuenta la relacién entre los diferen-
tes sistemas semidticos movilizados durante la acti-
vidad (el sistema semiético del lenguaje escrito, el
del lenguaje hablado, el de los gestos, el de las accio-
nes, etc.). Las distintas formas de expresién se ana-
lizan conjuntamente como partes claves del proceso
de objetivacidn.

En la sintesis y observaciones finales del ar-
ticulo se afirma que se ha abordado el problema de
la transformacién de los significados culturales en
objetos de conciencia en términos de procesos de ob-
jetivacion. El interés de los autores fue observar la
transformacién de los significados de los alumnos en
relacién a la gréafica de un movimiento relativo
(desde el intuitivo o fenomenolégico hasta el mate-
mético) teniendo en cuenta los dos niveles de media-
tizacién del proceso de objetivacién: el semidtico y
el social.

Se reconoce que la objetivacién realizada por los
alumnos es aun fragil.

Las objetivaciones de significados matemati-
cos, como fenémenos de formacién de la con-
ciencia que resultan de nuestra participacion
en practicas soclales complejas, requieren,
podemos conjeturar, periodos de estabiliza-
cién y reflexiéon. Lo que es importante sefia-
lar es que esa objetivacién no es el resultado
de una simple asimilacién de una practica y
de los significados que ésta moviliza; no es
tampoco el resultado del quehacer de un in-
dividuo que cogita solo, sino un proceso so-
cial, en el que nuestra voz y nuestros gestos
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se enredan en las voces y gestos de los otros
(p- 27).

3 Enfoque ontosemiético: hacia un sistema
teorico inclusivo

Godino y Batanero (1994) comenzaron a sentar
las bases de un modelo ontolégico, epistemolégico y
cognitivo relativo al conocimiento matematico sobre
bases antropolégicas y semidticas, para tratar de dar
respuesta a cuestiones fundamentales para la educa-
cién matemadtica, tales como: ;Qué es un objeto mate-
mdtico?; o de manera equivalente, scudl es el signifi-
cado de un objeto matemdtico (niimero, derivada,...) en un
contexto o marco instituctonal determinado? o squé sig-
nifica el objeto O para un sujeto en un momentoy circuns-
tancias dadas?

3.1 Principios y conceptos bdsicos del EOS

Con un estilo que recuerda los trabajos de fun-
damentacién axiomdtica de las matemaéticas, desde
sus comienzos, el EOS ha estado motivado por la ne-
cesidad de clarificar y articular nociones de otros
marcos tedricos, en particular nociones usadas en el
seno de la didactica francesa (Godino, FFont, Contre-
ras y Wilhelmi, 2006), y el deseo de hacer compati-
bles las concepciones epistemolégicas y cognitivas
en la didactica de las matematicas. Para ello se parte
de introducir la nocién de practica matematica en los
siguientes términos:

Una préctica matemdtica es toda actuacién o
expresiéon (verbal, gréfica, etc.) realizada por
alguien para resolver problemas matemati-
cos, comunicar a otros la solucién obtenida,
validarla o generalizarla a otros contextos y
problemas (Godino y Batanero, 1994, p. 334).

Se asume que las précticas (operativas y discur-
sivas) pueden ser idiosincrasicas de una persona o
compartidas en el seno de una institucién. Una ins-
titucién esté constituida por las personas involucra-
das en una misma clase de situaciones problemati-
cas; ese compromiso mutuo con la misma problema-
tica conlleva la realizacién de unas practicas sociales
que suelen tener rasgos particulares, y estan gene-
ralmente condicionadas por los instrumentos dispo-
nibles en la misma institucién, sus reglas y modos
de funcionamiento.

Si bien la nocién de practica matematica esta en
la base, tanto del modelo epistemolégico como del
cognitivo del EOS, el objeto matemdtico no desapa-
rece de la escena, ya que los objetos intervienen y

emergen de las practicas matemadticas en una rela-
cién dialéctica constituyente (Font, Godino y Ga-
llardo, 20183).

Estas nociones fueron complementadas en tra-
bajos posteriores (Godino, 2002) con una tipologia
de objetos (problemas, lenguajes, conceptos, propo-
siciones, procedimientos y argumentos) y procesos
matematicos primarios (problematizacién, comuni-
cacién, definicién, enunciacién, algoritmizacién, ar-
gumentacién), as{ como con una interpretacién de la
nocién de funcion semidtica (relacién triddica entre
dos objetos, antecedente y consecuente, seglin un
criterio o regla de correspondencia) que permite ela-
borar una nocién operativa del conocimiento, signi-
ficado, comprensién y competencia (I'igura 2).

En el EOS se postula que los sistemas de préc-
ticas y los objetos emergentes de ellas, dependen de
los contextos de uso, las instituciones en que tienen
lugar las practicas y los sujetos implicados en las
mismas (juegos de lenguaje y formas de vida, segin
Wittgenstein, 1953). La descripcién de los conoci-
mientos de un sujeto individual sobre un objeto O se
puede hacer de una manera global con la nocién de
sistemas de prdcticas personales. Esta nocién queda
concretada mediante la trama de funciones semiéti-
cas que el sujeto puede establecer en las que O se
pone en juego como expresién o contenido (signifi-
cante, significado). Asf mismo, la comprensién y el
conocimiento se conciben en su faceta dual personal
— institucional, involucrando, por tanto, los sistemas
de précticas operativas, discursivas y normativas
ante ciertos tipos de tareas problematicas.

ENTIDADES PRIMARIAS \
PRACTICAS
¢ PROCESOS >

: OBJETOS
(Operativas (Primarios
Discursivas Q fari y.
Normativas)

FUNCIONES SEMIOTICAS
(Significado; conocimi

competencia, disposicion)

TRASFONDO ECOLOGICO RELATIVIDAD INSTITUCIONAL, PERSONAL Y
DE LAS F'R_ACTICJ\S CONTEXTUAL DE LAS PRACTICAS, OBJETOS
(Material, biologico y social)

Y SIGNIFICADOS

Figura 2: Entidades primarias de la ontologia y epistemologia
EOS
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En el EOS la nocién de significado y sentido de-
jan de ser entidades etéreas y misteriosas. El signifi-
cado de un objeto matemadtico es el contenido de cual-
quier funcién semiédtica y, por tanto, segin el acto
comunicativo correspondiente, puede ser un objeto
ostensivo o no ostensivo, extensivo — intensivo, per-
sonal o institucional; puede referirse a un sistema de
prdcticas, o a un componente (situacién-problema,
una notacién, un concepto, etc.). El sentido se puede
interpretar como un significado parcial, esto es, se
refiere a los subsistemas de practicas relativos a
marcos o contextos de uso determinados.

El aprendizaje de un objeto O por un sujeto se
interpreta como la apropiacién de los significados
institucionales de O por parte del sujeto; se produce
mediante la negociacién, el didlogo y acoplamiento
progresivo de significados.

En trabajos mds recientes el modelo ontose-
miético del conocimiento matematico se ha ampliado
con otros supuestos y herramientas tedricas, en par-
ticular la nocién de configuracién y trayectoria di-
déactica (Godino, Contreras y Font, 2006), que per-
mite abordar cuestiones de tipo instruccional:

s Qué tipos de interacciones diddcticas se deberian

implementar en los procesos instruccionales que per-

mitan optimizar los aprendizajes matemdticos?

Las nociones de dimensién normativa (Godino,
Font, Wilhelmi y Castro, 2009) e idoneidad didactica
(Godino, 2013), se introducen para hacer posible la
reflexién meta-didéctica planteando nuevas pregun-
tas:

¢ Qué normas condicionan el desarrollo de los proce-

sos instruccionales, como se establecen y pueden cam-

biarse para optimizar el aprendizaje matemdtico?

¢En qué medida se puede valorar como idéneo un
proceso de instruccion en unas circunstancias dadas

¥ qué cambios se podrian introducir para mejorar
dicha idoneidad?

Los postulados ontolégicos del EOS se corres-
ponden con los formulados en la filosofia de las ma-
tematicas de Wittgenstein (Baker & Hacker, 1985;
Bloor, 1983; Wittgenstein, 1978):

Los conceptos/definiciones y las proposicio-
nes son consideradas como reglas ‘gramati-
cales’ de un cierto tipo. Desde este punto de
vista, los enunciados matematicos son reglas
(de tipo gramatical) que gobiernan el uso de

cierto tipo de signos, puesto que precisa-
mente es asi como se usan, como reglas. No
describen propiedades de objetos matemadti-
cos con ningun tipo de existencia que sea in-
dependiente de las personas que deseen co-
nocerlos o del lenguaje mediante el cual se
conocen (Font, Godino y Gallardo, 2013, p.

110).

Desde el punto de vista metodolégico el EOS
tiene en cuenta las cuatro fases propias de las inves-
tigaciones orientadas al disefio educativo: estudio
preliminar, disefio, implementacién y anélisis retros-
pectivo (Godino, Rivas, Arteaga, Lasa y Wilhelmi,
2014). En cada una de ellas se tienen en cuenta las
sigulentes facetas o dimensiones:

e Epistémica-ecolégica. Se determinan los significa-
dos institucionales puestos en juego en cada una
de las fases del proceso; tales significados son
interpretados en términos de sistemas de prac-
ticas y configuraciones de objetos y procesos
matematicos. Asimismo, se observa el sistema
de relaciones y restricciones institucionales que
condicionan el proceso de estudio.

e Cognitiva-afectiva. Se describen los significados
personales de los estudiantes en los distintos
momentos del proceso de instruccién, en térmi-
nos de sistemas de practicas personales y confi-
guraciones cognitivas de objetos y procesos ma-
teméticos. Ademds, se analiza la sensibilidad del
proceso a los estados afectivos (actitudes, emo-
clones, creencias, valores) de los alumnos con
relacién a los objetos matemadticos y al proceso
de instruccién seguido.

o Instruccional (interaccional-mediacional). Se anali-

zan los patrones de interaccién entre el profesor
y los estudiantes y su secuencia, orientada a la
fijacién y negociacién de significados. Asi-
mismo, se describen los recursos técnicos pre-
vistos o utilizados y se valora el uso del tiempo
destinado a las distintas acciones y procesos, asi
como los agentes participantes y su papel.

En el marco del EOS se aboga por un modelo
instruccional mixto al considerar que la optimiza-
cién del aprendizaje implica una combinacién dialéc-
tica y compleja entre los roles del profesor como ins-
tructor (transmisor) y facilitador (gestor) y los roles
del estudiante como constructor de conocimiento y
receptor activo y critico de informacién significativa

Juan Godino, Pablo Beltrin & Maria Burgos

57



RECME

58

Revista Colombiana de Matemdtica Educativa

(Burgos y Godino, 2019; Godino, Batanero, Cana-
das, Contreras, 2016; Godino, Rivas, Burgos y
Wilhelmi, 2018).

3.2 Anélisis ontosemidtico de la actividad de
Pedro y Marta

En el EOS se considera necesario hacer un ané-
lisis a priori de las practicas matemadticas que se rea-
lizan al resolver un problema, teniendo en cuenta di-
ferentes soluciones posibles, la trama de objetos que
intervienen, los diversos tipos de significados y gra-
dos de generalidad implicados. Esto se considera ba-
sico para comprender la complejidad ontosemidtica
de las préacticas matematicas e identificar los conoci-
mientos implicados, los conflictos potenciales de los
estudiantes y prever momentos de institucionaliza-
cién.

La solucién ala actividad de Pedro y Marta que
se pretende elaboren las alumnas tiene un cardcter
informal y podria ser formulada en los términos de
la Figura 3:

En la gréfica cartesiana, sobre el eje de ordenadas se
representa la distancia 4 que separa a Marta y Pedro,
mientras que en el eje de abscisa se representa el
tiempo ¢ transcurrido a medida que se mueven en linea
recta.

El punto A sobre el eje de ordenadas senala la
distancia de 1m que separa a Marta y Pedro en el
tiempo ¢t = 0.

Transcurridos tres segundos la distancia que los
separa es de 2 m, seglin indican las coordenadas del
punto B.

El segmento AB representa la variacién lineal de la
distancia entre los chicos transcurridos 3 segundos.
Pedro camina més deprisa que Marta en los primeros
3 segundos porque la distancia se va incrementando,
pasando de 1m en el punto A a 2m en el punto B.

En el intervalo de tiempo entre 3 y 5 segundos la
distancia que separa a los chicos se mantiene constante
a 2m, segin indica el cardcter horizontal del segmento
BC. Por tanto, ambos caminan a la misma velocidad.
En el intervalo de tiempo entre 5 y 7 segundos la
distancia que separa a los chicos disminuye, segin
indica el segmento CD con pendiente negativa
(decreciente), pasando de 2m a 0,5m. Por tanto, Pedro
disminuye su distancia respecto a Marta.

Figura 8. Secuencia de prdcticas de la solucion informal
pretendida de la actividad de Pedro y Marta

En la Tabla 1 indicamos los objetos que inter-
vienen en las précticas operativas y discursivas 1) a
7) asf como el papel que desempenan dichas practicas
en el proceso de resolucién. Los términos y expre-

siones que componen la practica discursiva 1) refie-
ren a diversas entidades conceptuales (grafica carte-
siana, ejes de ordenadas y abscisas, magnitudes),
como se indica en la segunda columna de la tabla.
También se estd refiriendo al proceso de modeliza-
cién funcional del movimiento relativo de los dos es-
tudiantes. El sujeto que interpreta el texto de la
practica debe establecer las funciones semidticas en-
tre dichos términos o expresiones y las entidades
conceptuales correspondientes, siguiendo las con-
venciones matematicas previamente aprendidas.
Globalmente, la practica discursiva 1) desempefa un
papel en el proceso resolutivo y se realiza con una
intencionalidad que son reflejados en la columna 3
de la tabla.

La tarea que se pide a los estudiantes es inter-
pretar una grafica cartesiana que representa una fun-
ci6én definida a trozos, afin en cada uno de ellos, que
modeliza un fenémeno fisico del movimiento rela-
tivo no uniforme de dos personas que caminan en la
misma direccién, medido con un dispositivo que re-
gistra la distancia que las separa en funcién del
tiempo. La Tabla 1 refleja con detalle la trama com-
pleja de funciones semiéticas que se ponen en juego
en la solucién informal de la tarea requerida, esto es,
los conocimientos previos que el interpretante debe
movilizar y los nuevos conocimientos emergentes
que constituyen la solucién de la tarea.

Hay dos magnitudes en juego: la distancia que
separa a las dos personas y el tiempo que transcurre
en el intervalo de 7 segundos. Una funcién semiética
critica (Contreras, Molina-Portillo, Godino, Rodri-
guez-Pérez y Arteaga, 2017) es la que se establece al
interpretar la letra d que aparece en el eje de orde-
nadas como la distancia relativa entre los dos estu-
diantes. Inicialmente estdn separadas 1m cuando el
tiempo empieza a correr. Es crucial comprender que
el eje de ordenadas marcado con la letra d refleja la
distancia que separa las dos personas (distancia re-
lativa), la cual cambia en funcién de la variable
tiempo f reflejada en el eje de abscisas.

La expresion algebraica de la dependencia entre
dy teslafunciéon d=f{t) definida a trazos siguiente:

f) = %t + 1, en el intervalo [0,3),

f(t) = 2, enelintervalo [3,5),
f(t) = —0.75t + 5.75 en el intervalo [5, 7).
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La descripcién del movimiento relativo de Pe-
dro y Marta se podria hacer con un nivel 8 de alge-
brizacién segin el modelo propuesto por Godino,
Aké, Gonzato y Wilhelmi (2014, en los términos de
la Figura 4. La formacién matematica de los alumnos
deberia contemplar el paso de una solucién informal
del tipo descrito en la Figura 8, como un primer en-
cuentro con este tipo de tareas de interpretaciéon de
gréaficas de funciones, a una solucién mas formal, lo
cual implica aplicar herramientas de tipo algebraico,

En la Tabla 2 indicamos los objetos que inter-
vienen en las précticas operativas y discursivas 1) a
8) de la Figura 4 as{ como el papel que desempefian
dichas practicas en el proceso de resolucion. Las fun-
ciones semibticas criticas que se deben movilizar en
la solucién algebraica de la tarea son las asignacio-
nes a cada segmento de la gréfica de la ecuacién al-
gebraica correspondiente (procedimiento de ecua-
cién de la recta que pasa por dos puntos).

En cualquier caso, es esencial tener en cuenta

como las incluidas en la Figura 4.

los conocimientos previos que se requieren para

Tabla 1: Objetos y significados en la solucién informal

Secuencia Objetos referidos en las practicas (conceptos,
de practicas | proposiciones, procedimientos y argumentos; procesos)
(Figura 3)

Uso e intencionalidad de las
practicas

1)

Conceptos: gréfica cartesiana; eje de ordenadas; eje de abscisas;
magnitudes distancia y tiempo; movimiento rectilineo
Lenguajes: natural; grafico; simbélico (d, t; A, B, C, D)

Proceso de modelizacién, fenémeno espacio-temporal del
movimiento relativo (distancias-tiempo) representado en
grafico abscisas - ordenadas.

Fijar el contexto de interpretacién
del espacio fisico y del espacio
geométrico.

2) Conceptos: abscisa y ordenada de un punto; magnitudes Interpretar las coordenadas del
distancia y tiempo; cantidades, 1m, Os. punto A como par de cantidades de
Proceso: conversion del registro gréfico al fisico espacio- magnitudes tiempo-espacio.
temporal
3) Conceptos: (similar a 2) Interpretar las coordenadas del
punto B como par de cantidades de
magnitudes tiempo-espacio.
4) Conceptos: segmento; incremento de abscisas y ordenadas; Interpretar el segmento AB en

variacién lineal (proporcionalidad); cantidad de tiempo.
Proceso: conversién de los incrementos en abscisas y
ordenadas en términos del registro fisico

términos del fenémeno fisico.

Conceptos: velocidad y los ya mencionados

Proposicién 1. La distancia aumenta

Argumento 1: La pendiente de la recta AB es positiva
Proposicién 2: Pedro camina més deprisa que Marta
Argumento 2: La distancia entre Pedro y Marta aumenta

Interpretar la pendiente positiva
del segmento AB en términos del
fenémeno fisico.

6) Conceptos: ya mencionados Interpretar el segmento BC y su
Proposicién 38: La distancia se mantiene constante; carécter horizontal (pendiente 0)
Argumento 3: El segmento BC es horizontal en términos del fenémeno fisico.
Proposicién 4: Pedro y Marta caminan a la misma velocidad
Argumento 4: La distancia entre Pedro y Marta se mantiene
constante (P3)

7) Conceptos: ya mencionados Interpretar el segmento CD y su

Proposicién 5: La distancia disminuye
Argumento 5: La pendiente de CD es negativa
Proposicién 6: Pedro camina mas deprisa
Argumento 6: Porque la distancia disminuye (P5)

pendiente negativa en términos del
fenémeno fisico.
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1) La grafica representa la relacién funcional en-
tre la distancia, d, que separa a Marta y Pedro,
indicada en el eje de ordenadas, y el tiempo
transcurrido, £, variable indicada en el eje de
abscisas.

2) Inicialmente, es decir cuando ¢=0, la distancia
que separa a Pedro y Marta es d=1m, segln
refleja el punto A.

3) Transcurridos 8 segundos la distancia que los
separa es 2m (punto B).

4) En el intervalo [0,3) la distancia que separa a
Pedro y Marta viene dada por la relacién d =
(1/8)t+1, expresiéon obtenida teniendo en
cuenta que la pendiente de la recta AB es 1/3
y la ordenada en el origen 1.

5) La velocidad relativa de Pedro respecto de

1
Marta es 3 m/s.

6) Enelintervalo de tiempo [[8,5) la distancia en-
tre Pedro y Marta se mantiene constante en 2
m. Esto es, d= 2, en el intervalo, [3,5).

7) En el intervalo de tiempo [5, 7) la distancia
viene dada por la relacién d= - 0.75¢ + 5.75
obtenida aplicando la ecuacién de la recta que
pasa por los puntos C(5,2) y D(7, 0.5).

8) La velocidad relativa de Pedro en el intervalo
de tiempo [5,7) es de -0,75 m/s por lo que la
distancia de Pedro respecto de Marta dismi-
nuye.

Figura 4. Secuencia de prdcticas de la solucion alge-
brizada de la actividad de Pedro y Marta

abordar la solucién de un problema y si estdn
disponibles para los estudiantes. El criterio de ido-
neidad cognitiva del proceso de instruccién (Godino,
20138) requiere que los nuevos conocimientos preten-
didos supongan un reto alcanzable para los estudian-
tes, teniendo en cuenta los recursos disponibles y las
interacciones personales, esto es, que estén en la
zona de desarrollo préximo. El proceso de instruc-
cién es muy diferente si se trata de un “primer en-
cuentro” de los estudiantes con un contenido nuevo,
en cuyo caso el papel del profesor debe ser mas pro-
tagonista. Por el contrario, el dominio de destrezas
y la aplicacién de conocimientos pueden realizarse
con un mayor grado de autonomia por parte de los
estudiantes.

Un postulado bésico del EOS es reconocer una
pluralidad de significados a cualquier objeto o con-
tenido matemdtico. Estos significados pueden variar
segln diversos grados de generalidad expresables

con diferentes niveles de algebrizacién (Godino, et
al., 2014). El primer encuentro de los estudiantes
con un contenido nuevo debera abordarse poniendo
en juego significados informales expresados con len-
guaje natural o proto-algebraicos, sin perder de vista
que el crecimiento matemdtico de los alumnos debe
prever el abordaje de significados progresivamente
més generales expresados con lenguaje algebraico.

4  Concordancias y complementariedades

En Godino, Batanero y Font (2019) se han des-
crito los problemas epistemolégico, ontolégico, se-
midtico-cognitivo, educativo-instruccional y ecold-
gico que aborda el EOS, enunciando las preguntas
que los definen, los principios basicos asumidos y el
método propuesto para abordar la solucién de los
problemas. En esta seccién trataremos de poner en
relacién estos elementos con los correspondientes de
la TO con el fin de identificar posibles concordancias
y complementariedades.

4.1 Problemas epistemolégico y ontolégico

QE1: ;Cémo emerge y se desarrolla la matema-

tica?

QO1: jQué es un objeto matemdtico? sQué tipos

de objetos intervienen en la actividad matema-

tica?

En la TO, al igual que en el EOS, se asumen
unos principios epistemolégicos y ontolégicos sobre
el conocimiento matemdtico y su aprendizaje que
son compartidos por las aproximaciones sociocultu-
rales:

pl: el conocimiento es histéricamente gene-
rado durante el curso de la actividad mate-
mética de los individuos. Radford (2018, p.
4066).

p2: la produccién del conocimiento no res-
ponde a un pilotaje adaptativo, sino que estd
inmerso en formas culturales de pensamiento
imbricadas con una realidad simbélica y ma-
terial que proporciona la base para interpre-
tar, comprender y transformar el mundo de
los individuos y los conceptos e ideas que se
torman de ellas (Radford, 2018, pp. 4066-
4067).

En la TO “los objetos matemadticos son defini-
dos como patrones fijos de actividad reflexiva in-
crustados en el mundo constantemente en cambio de
la practica social mediatizada por los artefactos”
(Radford, 2008, p. 222). Esto supone separarse de las
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Tabla 2: Objetos y significados en la solucién algebraica

Secuencia Objetos referidos en las practicas (conceptos, Uso e intencionalidad de las

de practicas | proposiciones, procedimientos y argumentos; practicas

(Figura 4) procesos)

1) Conceptos: relacion funcional; variable independiente Interpretar la grafica como
tiempo £ variable dependiente, distancia d; ejes medio de expresién de una
cartesianos; magnitudes distancia y tiempo. funcién, d=f{1)

Proceso de modelizacién funcional del fenémeno
espacio-temporal del movimiento relativo expresada
graficamente.

2) Conceptos: abscisa y ordenada de un punto; magnitudes Interpretar las coordenadas de
distancia y tiempo; cantidades, 1m, Os. del punto A como par de
Proceso: conversién del registro gréfico al fisico espacio- | cantidades
temporal

3) Conceptos: (similar a 2) Interpretar las coordenadas del

punto B como par de cantidades

4) Conceptos: intervalo de ntiimeros reales; funcién afin; Interpretar el segmento AB en
pendiente; ordenada en el origen. términos del fenémeno fisico y
Proposicién: d = % 1 ;nod.e,lizalt"}o mediante una

. . uncién afin.
Argumento: procedimiento de hallar la ecuacién de la
recta

5) Conceptos: velocidad; magnitud, cantidad Interpretar la pendiente

Proposicién: velocidad = m/s. positiva del segmento AB en
. 3 términos del fenémeno fisico
Argumento: pendiente de la recta

6) Conceptos: intervalo de nimeros reales; funcién Interpretar el segmento BC
constante
Proposicion: f{t) = 2 en [3,5)

Argumento: porque la distancia se mantiene constante

7) Proposicién: d= - 0.75¢ + 5.75 en [5,7) Interpretar funcionalmente el
Argumento: procedimiento de célculo de recta que pasa segmento CD
por dos puntos.

8) Proposicién: la velocidad de Pedro decrece a razén de - Describir el movimiento
0,75m/s relativo en el intervalo [5,7)
Argumento: la pendiente de la recta CD es negativa con
valor -0,75

ontologias platonistas y realistas y sus correspon-
dientes concepciones de los objetos matematicos
como objetos eternos que preceden a la actividad de
los individuos. “También se aparta de ontologias ra-
cionalistas y su concepcién de los objetos matemdti-
cos como productos de una mente que trabaja ple-
gada sobre sf misma trabajando de acuerdo con las
leyes de la 16gica” (p. 221).

El EOS comparte una posicién antropolégica si-
milar sobre la naturaleza de la matemdtica y sobre
los objetos emergentes de la misma, pero adopta una

perspectiva méds amplia sobre la nocién de objeto
matematico, sus tipos, naturaleza y funciones. Pa-
rece que en la TO cuando se habla de objeto mate-
matico se estd pensando en objetos conceptuales,
para los cuales en el EOS se tiene una doble concep-
tualizacion:

e Desde una perspectiva unitaria, como reglas
gramaticales en el sentido de Wittgenstein
(conceptos - definicién), y

e En un sentido sistémico, como configuracién de
practicas operativas, discursivas y normativas,
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junto con la trama de otros objetos y procesos

relacionados (configuracién ontosemiética).

Consideramos que la herramienta configuracién
ontosemidtica (en su doble versién, epistémica y
cognitiva) permite hacer un andlisis detallado de la
actividad matematica y los objetos implicados, que,
como se muestra en la seccién 3.2, no se reducen a
los objetos conceptuales o abstractos. El reconoci-
miento de la trama compleja de los objetos y proce-
sos que se ponen en juego en la resolucién de situa-
ciones-problemas es un factor explicativo de las di-
ficultades de aprendizaje y de ensefianza, y un paso
necesario para una gestién idénea de los procesos
educativos-instruccionales.

Objeto matematico en EOS es cualquier entidad
material o inmaterial que interviene en la prictica
matemadtica, apoyando y regulando su realizacién.
Son objetos matemadticos, no solo los elementos re-
gulativos, patrones de actividad, sino también los
propios elementos lingiiisticos y artefactos que me-
dian la actividad, como también las propias situacio-
nes - problemas que la motivan. No hay actividad
matemadtica sin objetos, ni objetos sin actividad.
Como las précticas pueden ser vistas desde la pers-
pectiva social (institucionales, compartidas) o perso-
nal (individuales, idiosincrésicas), los objetos tam-
bién pueden ser vistos desde la dualidad institucio-
nal — personal.

4.2 Problema semiético-cognitivo

OSC1: jQué es conocer un objeto mateméatico?
¢Qué significa el objeto O para un sujeto en un
momento y circunstancias dadas?

Para abordar el problema semiético - cognitivo
la TO ha introducido la nocién de objetivacién, en-
tendida como toma de conciencia subjetiva del ob-
jeto cultural. Para la TO, un proceso de objetivacién
es un proceso de elaboracién activa de significados.
“La objetivacién es, precisamente, ese proceso social
de toma de conciencia progresiva del ezdos homérico,
esto es, de algo frente a nosotros; una figura, una
forma, algo cuya generalidad notamos gradual-
mente, al mismo tiempo que la dotamos de sentido”
(Radford, 2006, p. 116).

En el marco del EOS la comprensién de un ob-
jeto O por parte de un sujeto (individuo o institu-
cién) se define en términos de las funciones semiéti-
cas que dicho sujeto puede establecer, en las que se
pone en juego O (como expresién o contenido) (Go-
dino, et al, 2007). Cada funcién semiética implica un

acto de interpretacién y constituye un conocimiento.
As{ queda establecida una variedad de tipos de cono-
cimientos en correspondencia con la diversidad de
funciones semiéticas que se pueden establecer entre
las diversas entidades introducidas por el modelo
ontosemiotico.

Nos parece que el proceso de objetivacién viene
a ser equivalente en términos cognitivos y educati-
vos al proceso de personalizacién de los significados
institucionales /culturales por parte de los estudian-
tes que propone el EOS. Ademas, la consideracién de
los objetos conceptuales en su versién unitaria como
reglas convenidas socialmente y referidas a cémo se
deben usar los lenguajes y artefactos, ayuda a com-
prender las dos fuentes de aprendizaje que propone
la TO: el contacto con el mundo material, el mundo
de los artefactos culturales que nos rodean (objetos,
instrumentos, etc.), y la interaccién social. Lo que
hay que aprender son las reglas de uso de los arte-
factos convenidas socialmente.

El principio multimodal del pensamiento en la
TO se corresponde en el EOS con el componente len-
guajes de las configuraciones ontosemiéticas, como
medio de expresién ostensiva (oral, escrita, grafica,
gestual, simbdlica) de las restantes entidades prima-
rias (situaciones, conceptos, proposiciones, procedi-
mientos, argumentos). En la seccién 3.2 se ha mos-
trado la variedad de lenguajes que se ponen en juego
en las soluciones de la tarea de descripcién del mo-
vimiento de Pedro y Marta, asi como la trama de ob-
Jetos y funciones semidticas implicadas.

4.3 Problema educativo-instruccional

QEI1: ;Qué es la ensefianza? ;Qué es el apren-

dizaje? ¢Cémo se relacionan?

QEI2: ;Qué tipos de interacciones entre perso-

nas, conocimientos y recursos se deberfan im-

plementar en los procesos instruccionales para

optimizar los aprendizajes?

En el EOS el aprendizaje se entiende como el
acoplamiento progresivo entre los significados per-
sonales e institucionales. La ensefianza supone la
participaciéon del estudiante en la comunidad de
précticas fijada por la institucién, en donde la finali-
dad es que se produzca el aprendizaje, que implica la
adquisicién por parte del estudiante de dichos signi-
ficados institucionales.

Pensamos que el principio de aprendizaje for-
mulado por Radford se puede asumir de manera na-
tural en el EOS: “p3: el aprendizaje es el logro de una
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pieza de conocimiento culturalmente — objetiva que
los estudiantes consiguen mediante un proceso so-
cial de objetivacién mediadas por signos, lenguaje,
artefactos e interaccion social a medida que los estu-
diantes se implican en formas culturales de reflexion
y acciéon” (Radford, 2018, p. 4067). En el andlisis de
la actividad de Pedro y Marta desde la perspectiva
de la TO descrito en la seccién 2, el interés de Mi-
randa et al. (2007) fue observar la transformacién de
los significados de los alumnos en relacién a la gra-
fica de un movimiento relativo, teniendo en cuenta
los dos niveles de mediatizacién del proceso de obje-
tivacién: el semiético (del lenguaje escrito, el del len-
guaje hablado, el de los gestos) y el social. Se acepta
que el aprendizaje, como proceso social de objetiva-
cién, consiste en dotar de sentido a los objetos con-
ceptuales que encuentra el alumno en su cultura.

El modelo educativo-instruccional que propone
la TO, basado en la teoria de la actividad y la nocién
de zona de desarrollo préximo, con el principio de
“trabajar juntos” (Radford, 2014), es asumido por el
EOS, aunque no de manera exclusiva. De hecho, en
Burgos y Godino (2019) se adopta como gufa de la
experiencia de ensefianza sobre iniciacién al razona-
miento proporcional con alumnos de 5° curso de pri-
maria. El modelo de instruccién (relacién entre en-
sefianza y aprendizaje de un contenido especifico)
que se asume en el EOS esta basado en los principios
de la psicologfa cultural /discursiva (Lerman, 2001;
Radford, 2008), la cual atribuye un papel clave a la
nocién de “zona de desarrollo potencial” (Vygotsky,
1934). En consecuencia, contrariamente a los mode-
los constructivistas, la autonomia del estudiante en
el proceso de aprendizaje es el resultado de dicho
proceso y no un prerrequisito de este.

En el marco del EOS se asume que los tipos de
configuraciones diddcticas que promueven el aprendi-
zaje pueden ser diversos dependiendo de los tipos de
conocimientos pretendidos, del estado inicial del co-
nocimiento de los sujetos, del contexto y circunstan-
cias del proceso instruccional. Los modelos de ins-
truccién constructivista (autonomista), colabora-
tivo, personal o magistral pueden tener su lugar
(Godino, et al., 2006). Cuando se trata del aprendi-
zaje de un contenido nuevo y complejo nos parece
que la transmisién de conocimientos en momentos
especificos, por parte del profesor, o por el alumno
lider en el seno de los equipos de trabajo, puede ser
crucial en el proceso de aprendizaje. Esa transmisién
puede ser significativa cuando los estudiantes estdn

participando de la actividad y trabajando colaborati-
vamente.

El analisis ontosemidtico de las soluciones pre-
vistas del problema revela el saber cultural /mate-
matico al que deben llegar los alumnos, como el re-
flejado en las Tabla 1 (solucién informal) y Tabla 2
(solucién algebrizada) de la actividad de Pedro y
Marta. Nos parece que se trata de un saber cientifico
altamente elaborado al que no se puede llegar de ma-
nera espontanea, cuando los saberes puestos en
juego tienen la complejidad que el anélisis ontose-
miético revela.

Consideramos que una diferencia sustancial en-
tre la TO y el EOS estd en los fines de la investiga-
ci6én didactica pretendidos en cada teorfa. La TO se
propone bésicamente describir los procesos de obje-
tivaciéon de los sujetos y relacionar/explicar tales
procesos en términos de la ensefianza. “La investiga-
cién de la objetivacién se enfoca en la manera en que
las formas cultural e histéricamente codificadas de
pensamiento y accién se convierten en objetos de re-
conocimiento u objetos de conciencia” (D’Amore y
Radford, 2017, p. 123).

El EOS, ademés de ese objetivo descriptivo/ex-
plicativo, asume la finalidad de estudiar las condicio-
nes de realizacién de la actividad matemdtica y di-
dactica de la manera méas iddnea posible teniendo en
cuenta los sujetos y circunstancias implicadas (Go-
dino et al, 2019).

4.4 Problema ecolbgico e idoneidad didictica

En el EOS se han elaborado herramientas para
analizar la diversidad de factores y normas que pue-
den condicionar los procesos de ensefianza y apren-
dizaje, problema que enuncia en los siguientes tér-
minos:

QEC1: jQué factores condicionan y soportan el

desarrollo de los procesos instruccionales y qué

normas los regulan?

También se considera que el fin Gltimo de la in-
vestigacién didactica es la mejora del aprendizaje y
para ello es necesario contar con una serie de crite-
rios que aseguren dicha optimizacién, como se re-
coge en la siguiente cuestion:

QOAL. sQué tipo de acciones y recursos se de-

berfa implementar en los procesos de instruc-

cién para optimizar el aprendizaje matematico?

Hasta donde alcanza nuestro conocimiento de la
TO estas cuestiones no son abordadas en esta teorfa.

Juan Godino, Pablo Beltrin & Maria Burgos
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En el EOS se han elaborado dos herramientas espe-
dimensién normativa (Godino, Font,
Wilhelmi y Castro, 2009) e idoneidad didéctica (Go-
dino 2013).

El énfasis de la TO sobre la dimensién ética y

cificas:

politica de la educacién matemdtica se tiene en
cuenta en el EOS a través de las dimensiones afectiva
(Beltran-Pellicer y Godino, 2019) y ecolégica de la
idoneidad didactica, donde se contempla como crite-
rio de idoneidad la formacién en valores democrati-
cos y el pensamiento critico. El desarrollo de estos
valores humanistas y éticos no debe relegar, sin em-
bargo, el desarrollo de la racionalidad y el pensa-
miento matematico. En la figura 4 se describe la se-
cuencia de précticas de una solucién algebrizada de
la actividad de Pedro y Marta cuyo dominio progre-
sivo por parte de los estudiantes deberfa ser un ob-
jetivo claro de su formacién matemadtica.

5 Sintesis, cuestiones

abiertas

limitaciones y

El modelo epistemolégico propuesto por el EOS
es concordante, en lineas generales, con el corres-
pondiente a la TO. Ambas teorfas comparten su-
puestos antropolégicos similares sobre la actividad
matemadtica y sobre los procesos y productos socio-
culturales emergentes. E1 EOS, no obstante, incor-
pora en su concepcién de las matemdticas, de manera
explicita, los elementos bésicos del giro lingiifstico
introducido por Wittgenstein en la filosoffa de las
matematicas y los aportes de la semidtica Peirceana,
para describir y explicar los procesos de comunica-
cién e interpretacién matematica.

El cambio antropolégico y sociocultural en la
manera de concebir las matematicas que asumen am-
bas teorfas no ha supuesto el olvido de la dimensién
cognitiva, esto es, del papel del sujeto que aprende
matematicas y se forma como persona. Por esta ra-
z6n el EOS introduce, junto a un modelo de cogni-
cién institucional otro modelo de cognicién indivi-
dual, construido sobre sus mismas bases pragmati-
cas, antropolégicas y semidticas.

Se observa una diferencia relevante entre ambas
teorfas relativa al desarrollo desigual de las dimen-
siones institucional y personal del conocimiento ma-
tematico. Nos parece que la TO ha centrado la aten-
cién de manera preferente en la dimensién cognitiva
(personal) y los procesos de aprendizaje, mientras
que el EOS ha desarrollado herramientas que atien-
den tanto a la dimensién institucional como personal

del conocimiento. El analisis a priori de posibles so-
luciones de la actividad de Pedro y Marta (seccién
3.2) y el reconocimiento de practicas, objetos y pro-
cesos, es un andlisis epistémico o institucional al re-
ferirse a un sujeto epistémico o ideal. Este anélisis a
priori se considera util, incluso necesario, para com-
prender y gestionar el proceso de aprendizaje que
tiene lugar con sujetos individuales reales. Ese
aprendizaje se puede describir mediante la herra-
mienta configuracién ontosemidtica en su versién
cognitiva, aplicada a las respuestas y didlogos de los
estudiantes.

El anélisis realizado de la TO desde la perspec-
tiva del EOS nos ha permitido identificar algunos
puntos fuertes de la TO, que en cierto modo pueden
enriquecer al EOS, al estar asumidos de manera im-
plicita y ser compatibles con los restantes principios;
en concreto:

1. El modelo de aprendizaje sociocultural resu-
mido en la metafora “trabajar juntos” profesor y
estudiantes en tareas matemadticas relevantes y
significativas.

2. El énfasis en la dimensién ética y politica de la
educacién matemdtica que considera la forma-
cién de sujetos comprometidos, criticos y res-
ponsables a la par que su formacién matematica.
Asf mismo, algunos aspectos centrales del EOS

pueden enriquecer a la TO; en particular:

1. El abordaje de los problemas ontolégico y epis-
temoldgico sobre las matematicas con la herra-
mienta configuracién ontosemiética de practi-
cas, objetos y procesos, la cual permite hacer
anélisis pormenorizados y explicitos de la acti-
vidad matematica, tanto desde el punto de vista
institucional como personal.

2.  En la dimensién educativa-instruccional, la he-
rramienta configuracién didédctica y la nocién de
idoneidad did4ctica ayuda a comprender la di-
namica y complejidad de las interacciones entre
el contenido, el docente, discentes y el medio.
La optimizacién del aprendizaje puede tener lu-

gar localmente mediante un modelo mixto que arti-

cula la transmisién de conocimientos, la indagacién

y la colaboracién, modelo gestionado mediante cri-

terios de idoneidad did4ctica interpretados y adapta-

dos al contexto por el profesor.

Con este trabajo se pretende iniciar un proceso
de didlogo entre la TO y el EOS. El objetivo ha sido
presentar una sintesis de las cuestiones y principios
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que caracterizan ambas teorfas, iniciar su compara-
cién y explorar algunas concordancias y comple-
mentariedades. Las teorfas se pueden considerar
como herramientas para abordar la solucién de pro-
blemas de un campo de conocimiento, produciendo
resultados en la forma de descripciones, explicacio-
nes, predicciones y en el caso de la didactica, recur-
sos para una accién idénea sobre la ensefianza y
aprendizaje. Serd necesario analizar y comparar los
resultados que la aplicaciéon de las herramientas de
la TO y el EOS vienen produciendo en otras inves-
tigaciones experimentales, que en este trabajo ha
quedado limitada a la tarea de Pedro y Marta.

Algunas cuestiones quedan abiertas sobre la ar-
ticulacién de la TO y del EOS. Planteadas en el pro-
ceso de ensenanza - aprendizaje de un tema matema-
tico especifico, como puede ser el de la interpretacion
de graficas cartesianas que modelizan un fenémeno
fisico:

¢ Como se podria optimizar el proceso de objetivacion

cuando se trata del primer encuentro del estudiante

con un nuevo objeto, o se trata del trabajo de una

técnica para su dominio, o de la aplicacion del objeto

a nuevos problemas o contextos?

¢Cudl es el papel de la transmision significativa de

conocimientos en el primer encuentro del proceso de

aprendizaje de un objeto matemdtico nuevo?

¢Cudl es el papel de la indagacion personal de los

estudiantes como medio de promover su progresiva

autonomia y creatividad?

s Qué papel desempeiia la resolucion de problemas en

la ensefianza y aprendizaje de las matemdticas en la

TOy el EOS?

Seréd necesario estudiar qué tipo de respuestas
dan la TO y el EOS a estas cuestiones y en qué me-
dida con compatibles y articulables.
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