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Resumen

Se presenta un estudio de evaluacion de la comprension del enfoque frecuencial de la probabilidad
en una muestra de 302 estudiantes de segundo y cuarto curso de Educacion Secundaria Obligatoria.
Analizamos las respuestas a una tarea en que se pide la estimacion de la frecuencia de un resultado
en cuatro repeticiones de un experimento. El analisis estadistico de las cuatro estimaciones sugiere
una buena percepcion del valor esperado y una percepcion incorrecta de la variabilidad de los resul-
tados. Se observan también el sesgo de equiprobabilidad y la heuristica de la representatividad en
una parte de los estudiantes, mejorando los resultados en el curso superior.
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Abstract

We present an assessment study of 302 secondary students’ understanding of the frequentist perspective
of probability. We analyse their answers to a task where students are asked to estimate the frequency
of a result in four different repetitions of the same experiment. The statistical analysis of the four es-
timations suggests a suitable perception of the expected value in contrast to the perception of varia-
bility. The results of the study also suggest the equiprobability bias and the representativeness
heuristics, especially within the younger group.
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INTRODUCCION

Desde sus inicios, la probabilidad ha recibido diferentes significados que actualmente todavia se utilizan
en diferentes aplicaciones, de modo que un conocimiento completo de la probabilidad no puede redu-
cirse a uno de estos enfoques (Batanero, 2005). Aunque la ensenanza de la probabilidad ha estado siem-
pre presente en los curriculos espafioles de secundaria, la nueva legislacion (MECD,2015) sugiere
complementar el significado clasico de la probabilidad con el significado frecuencial, en el que la pro-
babilidad se concibe como el limite tedrico de la frecuencia relativa en una serie larga de experimentos.
Dicho enfoque permite conectarla estadistica y la probabilidad, pues la estimacion de una probabilidad
se debe realizar a partir de datos empiricos (Batanero, 2005). Mas concretamente, en el curriculo basico
(MECD, 2015) se incluyen los contenidos relacionados con este tema que se presentan en la Tabla 1.

El enfoque frecuencial de la probabilidad se presenta también en los libros de texto, incluso desde la
educacion primaria (Gomez, Contreras y Batanero, 2015). Sera entonces importante asegurar que los
alumnos comprenden este enfoque y ayudarles a corregir posibles sesgos en su razonamiento que les
dificulten poner en relacion los diversos significados de la probabilidad.
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Aunque la investigacion en probabilidad tiene ya una amplia tradicion, las investigaciones relacionadas
con la comprension del significado frecuencial son todavia escasas (Batanero, Chernoff, Engel, Lee
y Sanchez, 2016). Para contribuir a completar estos estudios, el objetivo de investigacion que se define
en nuestro trabajo se corresponde con evaluar y analizar la comprension tanto de la relacion entre el
valor de una proporcion en la poblacion y la frecuencia relativa esperada, como del efecto del tamafio
de la muestra sobre dicha variabilidad. Para lo cual se define un instrumento de evaluacion dirigido a
una de alumnos de Educacion Secundaria Obligatoria (ESO). También se desea comparar la compren-
sion mostrada sobre los dos puntos anteriores en los estudiantes de 2° y 4° curso de la ESO, para
evaluar la posible mejora con la edad e instruccion recibida por estos tltimos.

Tabla 1. Contenidos relacionados con el enfoque frecuencial en el curriculo de secundaria

Curso Contenidos

1°y2° Fendémenos deterministas y aleatorios. Formulacion de conjeturas sobre el compor-
tamiento de fenomenos aleatorios sencillos y disefio de experiencias para su com-
probacion. Frecuencia relativa de un suceso y su aproximacion a la probabilidad
mediante la simulacion o experimentacion. Sucesos elementales equiprobables y no
equiprobables (MECD, 2015, p.413).

3° curso Experiencias aleatorias. Sucesos y espacio muestral.Utilizacion de la probabilidad

Matematicas para tomar decisiones fundamentadas en diferentes contextos (MECD, 2015, p.394).

orientadas a las

ensefianzas académicas

4° curso Probabilidad simple y compuesta. Sucesos dependientes ¢ independientes. Expe-
Matematicas riencias aleatorias compuestas. Probabilidad condicionada.Utilizacién del vocabu-
orientadas a las lario adecuado para describir y cuantificar situaciones relacionadas con el azar y la
ensefianzas académicas estadistica (MECD, 2015, p.398).

4° curso Comparacion de distribuciones mediante el uso conjunto de medidas de posicion y
Matematicas dispersion. Azar y probabilidad. Frecuencia de un suceso aleatorio. Probabilidad
orientadas a las simple y compuesta. Sucesos dependientes e independientes (MECD, 2015, p.403).

ensefanzas aplicadas

ANTECEDENTES

La investigacion sobre el significado frecuencial de la probabilidad, que la caracteriza como el valor
hipotético hacia el cual tiende la frecuencia relativa bajo la repeticion del fenomeno en idénticas con-
diciones, se ha centrado en analizar la capacidad de estimar una probabilidad teodrica a partir de datos
de frecuencias. De acuerdo a Ben-Zvi, Bakker y Makar (2015), 1a ley de los grandes nimeros garantiza
que las muestras de tamafio suficiente representan adecuadamente a la poblacién de la que fueron to-
madas, de modo que los estadisticos asociados a la muestra estan proximos a los valores de los para-
metros de la poblacion. Como consecuencia, se puede utilizar la frecuencia relativa de un cierto
resultado en estas muestras para estimar la probabilidad teorica de dicho resultado en la poblacion.
Esta estimacion ird aumentando en precision con el mayor tamano de la muestra. En otras palabras,
la ley de los grandes nimeros sirve de soporte al significado frecuencial de la probabilidad.

Una de las primeras investigaciones en esta linea fue la realizada por Green (1983) con 2930 nifios
ingleses (de 11 a 16 afios), a los que propone (entre otros) un item sobre la comprension de la estima-
cion frecuencial de la probabilidad asociada a un experimento con sucesos no equiprobables. El ex-
perimento consistia en el lanzamiento de100 chinchetas al aire, para determinar cuantas caen con la
punta hacia arriba o hacia abajo. En el item, Green proporciona los datos obtenidos en la realizacion
de un experimento, donde 68 de 100 chinchetas caen con la punta hacia arriba. El autor esperaba que
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los nifios den un resultado parecido, pero no idéntico. No obstante, los resultados revelaron que el
64% de los nifios mostraron el sesgo de equiprobabilidad (Lecoutre, 1992), consistente en asumir que
los diferentes resultados de cualquier experimento aleatorio son equiprobables. Estos nifios, propor-
cionaron respuestas en las que la mitad de las chinchetas, aproximadamente, caerian hacia arriba, sin
tener en cuenta la informacion frecuencial. Por otro lado, otros nifios que mostraron una preferencia
a obtener punta hacia arriba (correcta o parcialmente correcta), dieron una cantidad muy alejada de la
esperada. Unicamente el 17% de la muestra dio una estimacion correcta de la probabilidad en el ex-
perimento propuesto.

Este mismo item fue propuesto por Cafizares (1997) a 253 nifos espaioles (de entre 10 al4 afios).
La autora indica que el 64,1% de los alumnos muestran el sesgo de equiprobabilidad, mientras que
s6lo el 15% responde correctamente. Ademas, se observa un aumento no significativo con la edad en
la consideracion del principio de equiprobabilidad. En relacion con este estudio, la revision del curri-
culo oficial, donde algunos contenidos de probabilidad son contemplados desde los primeros cursos
de primaria, nos incita a esperar una mejora en los resultados de nuestra investigacion.

Mas recientemente, Gomez, Batanero y Contreras (2014) elaboran un cuestionario constituido por
cuatro items para evaluar algunas componentes del conocimiento matematico para la ensefianza de la
probabilidad desde el enfoque frecuencial de futuros profesores de Educacion Primaria. El primer
item esta dirigido a evaluar el conocimiento comun del contenido (Ball, Lubienski y Mewborn, 2001),
y es una adaptacion del propuesto por Green (1983). Dicho item, que usaremos en nuestro estudio,
demanda a los participantes pensar cuatro resultados probables, si se repite el experimento. Los resul-
tados se desprenden desde el andlisis de la media de los cuatro valores y su variabilidad. Los autores
encuentran que solo una tercera parte aproximadamente de la muestra tiene una intuicion simultanea
de la convergencia al valor esperado y de la variabilidad muestral. Por tanto, los sujetos presentan po-
bres intuiciones sobre los experimentos aleatorios. Por otro lado, los participantes presentan diferentes
sesgos como la equiprobabilidad, la heuristica de la representatividad, o piensan que no es posible re-
alizar la prediccion.

Estos resultados coinciden con las investigaciones de Green (1983) y Caiizares (1997), aunque evi-
dencian una mejora en el razonamiento probabilistico. Gomez et al. (2014) sefialan que la adaptacion
del item proporciona informacion sobre la comprension de la variabilidad, por lo que los resultados
muestran que una parte relevante de los sujetos produce muestras de variabilidad extrema o de patron
determinista. En nuestro trabajo utilizamos el item adaptado por Gémez et al. (2014), realizando un
analisis mas detallado de las respuestas, tanto en lo que concierne a la comprension del valor esperado,
como en lo que se refiere a la comprension de la variabilidad. Ademas, se propone a estudiantes de
Educacion Secundaria, y se comparan dos grupos de estudiantes.

METODOLOGIA

Se trata de un estudio exploratorio de evaluacion, basicamente cuantitativo puesto que nuestras con-
clusiones se deducen del analisis estadistico de los resultados. Dicho andlisis es descriptivo y se reduce
a la elaboracion e interpretacion de tablas, graficos y algunos estadisticos resumen.

La muestra esta constituida por un total de 302 alumnos, de los cuales 157 son de 2° de ESO (13-14 afios)
y 145 de 4° de ESO (15-16 aios). El nimero de grupos distintos de alumnos que participaron fue 9 grupos
de 2° de ESO, y 8 grupos de 4° de ESO, de los cuales 6 grupos (en total 108 alumnos, el 75% de los alum-
nos de este nivel educativo) corresponden a la opcion B, orientada a los alumnos que pretenden continuar
el Bachillerato. El resto de los alumnos de 4° siguen la opcion A recomendada a los estudiantes que piensan
continuar la formacion profesional. Los participantes que configuran la muestra pertenecen a dos institutos
(centros publicos) que se localizan en la ciudad de Huesca. Aunque los estudiantes provienen de dos
centros distintos, las diferencias debidas a este hecho no son relevantes, puesto que diversos factores como
la situacion socio-econdmica de las familias es muy similar en ambos institutos.
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Los alumnos de 2° de ESO que forman parte de la muestra no habian recibido instruccion previa sobre
contenidos de probabilidad y estadistica en los centros en que se paso el estudio, aparte de los cono-
cimientos que pudieran haber obtenido en la educacion primaria, donde en el ultimo curso hay algunas
ideas intuitivas sobre sucesos aleatorios y probabilidad simple. Algunos de los alumnos de los grupos
de 4° de ESO recibieron instruccion sobre probabilidad desde el significado clasico de la misma o no-
ciones de estadistica descriptiva en los cursos anteriores, independientemente de la modalidad que es-
taban cursando. En los demas grupos, la ausencia de ensefianza de dichos contenidos responde a
factores como el tiempo, que imposibilita a los profesores poder llevar al aula todos los contenidos
del curriculo. En el caso de la ensefianza de la probabilidad y la combinatoria, dichos contenidos se
presentan al final del temario, lo cual conduce a la observacion citada anteriormente; es decir, a que
dichos contenidos no sean tratados.

Los datos se recogieron por escrito, en la clase de matematicas, como una actividad de la citada clase,
explicandoles el fin de la evaluacion y resolviendo las dudas sobre la forma de completarlo. En el cues-
tionario se propone a los estudiantes la siguiente tarea, que fue resuelta con interés por los alumnos:

Item 1. Un profesor vacia sobre la mesa un paquete de 100 chinchetas obteniendo los siguientes resultados:
68 caen con la punta para arriba S y 32 caen hacia abajo @2, .

Supongamos que el profesor pide a 4 nifios repetir el experimento, lanzando las 100 chinchetas. Cada nifio
vacia una caja de 100 chinchetas y obtendra algunas con la punta hacia arriba y otras con la punta hacia abajo.
Escribe en la siguiente tabla unresultado que te parezca probable para cada nifio:

Daniel Martin Diana Maria
Punta arriba: Punta arriba: Punta arriba: Punta arriba:
Punta abajo: Punta abajo: Punta abajo: Punta abajo:

Este item, como se ha indicado, se ha tomado de Goémez et al. (2014),quien lo adapt6 de otro anterior
de Green (1983). El fendmeno aleatorio descrito se corresponde con el lanzamiento de chinchetas, y
la distribucion del numero de chinchetas que caen con la punta hacia arriba se puede modelizar con
un modelo binomial, B(n, p), donde n es el tamafo de la muestra y es la probabilidad de que una chin-
cheta caiga con la punta hacia arriba, siendo esta probabilidad desconocida. La comprension de la dis-
tribucion binomial ha sido analizada por Sénchez, Garcia y Medina (2014) en estudiantes de
Bachillerato, indicando que los sujetos de su muestra tienen dificultad en describir el rango de la va-
riable y presentan el sesgo de equiprobabilidad.

En nuestro caso, si X es el numero de chinchetas que caen hacia arriba en un total de100 (n = 100), y
p es la probabilidad de que una chincheta caiga con la punta hacia arriba, esta probabilidad se puede
estimar a partir de los datos dados en el enunciado, los cuales permiten también una estimacion tanto
del valor esperado en los 100 ensayos: np, como de su desviacion tipica:

Con los datos de la tarea, la probabilidad estimada de pes 0,68 y el valor esperado de chinchetas hacia
arriba de 68, con una desviacion tipica de 4,7. Por tanto, se puede considerar que el sujeto presenta
una buena concepcion o intuicion del valor esperado si el valor medio de las cuatro respuestas que
proporciona es cercano a 68. A este respecto, se consideraran cercanas aquellas respuestas cuyos va-
lores, para el nimero de chinchetas que caen con la punta hacia arriba, se localicen dentro del intervalo
(63,73), que se calcula al determinar la media més/menos una desviacion tipica. Este es el intervalo
de valores que contiene el 68% de las observaciones mas probables en la distribucion normal (la dis-
tribucion binomial en este caso se aproxima bien por la normal, debido al tamafio de la muestra). El
alumno que proporcione estimaciones en este rango, debe también reconocer la ausencia de equi-
probabilidad, por la asimetria fisica del dispositivo (puesto que la cabeza pesa mas, es mas probable
que la chincheta caiga con la punta hacia arriba).
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Para analizar la comprension que muestran los estudiantes de la variabilidad de la frecuencia relativa
y el valor esperado en diferentes muestras, se estudia el rango de los cuatro valores proporcionados
en la respuesta a la tarea, es decir, se calcula la diferencia entre el valor maximo y el minimo propor-
cionados. Como se ha indicado, la desviacion tipica en este experimento es aproximadamente igual a
5; por lo tanto, el intervalo obtenido sumando y restando a la media dos veces la desviacion tipica y
que contiene el 95% de los valores, corresponde a las estimaciones de entre 58 y 78 chinchetas con la
punta hacia arriba, que corresponde a un rango de amplitud de 20. Siguiendo a Gémez et al. (2014),
asumiremos que la percepcidn de la variabilidad es adecuada cuando el rango de las estimaciones
dadas por los estudiantes se encuentre en un intervalo entre dos y cuatro desviaciones tipicas, esto es,
aproximadamente entre 10 y 20. Si est4 entre cuatro y seis veces la desviacion tipica (entre 20 y 30)
se considera alta, pero aceptable, y si es mayor excesiva. Si es menor que 10 se considera demasiada
concentracion y quiere decir que no se comprende la variabilidad muestral.

RESULTADOS Y DISCUSION

Para analizar la estimacion del nimero esperado de chinchetas que caen con la punta hacia arriba re-
alizada por los alumnos se calculd, en primer lugar, el valor medio de las cuatro estimaciones para
cada alumno. Seguidamente se analiz6 la distribucion estadistica del conjunto de valores medios cal-
culados por este procedimiento, que se representa graficamente en la Figura 1a. La media global de
dicha distribucion arrojo un valor de 57,9, muy similar al obtenido en el trabajo de Gomez et al. (2014),
que obtuvo un valor medio de 57,7 para dicha distribucion. En los dos estudios este valor es inferior
al valor medio esperado, que es 68 (linea vertical sefialada la Figura 1a). Ello se explica porque un
grupo de estudiantes proporcionan una estimacion del nimero medio de chinchetas que caen hacia
arriba sesgada hacia el valor 50, debido a que no tienen en cuenta la informacién frecuencial.
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Figura 1. Distribucion del numero medio y rango de estimaciones de chinchetas con la punta hacia arriba

Ademas, se observan claramente dos intervalos con alta frecuencia en la distribucion. Por un lado, el
24,5% de la muestra proporciona valores medios que se localizan en el intervalo (45, 55). Estos estu-
diantes presentan el sesgo de equiprobabilidad (Lecoutre, 1992), consistente en considerar como equi-
probables resultados de un experimento aleatorio que claramente no lo son, como el caso de la
chincheta. Entre ellos, se incluye un 3,9% de respuestas en las que existe ausencia de variabilidad
total; es decir, escriben la cuaterna (50, 50, 50, 50), respuesta que también aparece en el trabajo de
Gomez et al. (2014). Por otro lado, si analizamos la frecuencia de los valores medios proximos al
valor esperado (63,73), observamos que el 32,4% de estudiantes proporcionan una buena estimacion
del valor esperado en el experimento. Otros alumnos (13,9%) muestran una tendencia a dar valores
medios mas bajos del 50%, es decir, consideran que el nimero de chinchetas que caen con la punta
hacia arriba es menor. Esta tendencia se traduce en la intencion de compensar el resultado dado en el
enunciado, mostrando la heuristica de la representatividad (Tversky y Kahneman, 1982).
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Por otro lado, la Figura 1b muestra la distribucion estadistica de los rangos asociados al conjunto de
las cuatro respuestas de cada alumno, la cual permite analizar la comprension de la variabilidad del
muestreo en estos estudiantes. Como se ha indicado anteriormente, y siguiendo a Gomez et al. (2014),
se considera adecuada la variabilidad cuando el rango se encuentra entre dos y cuatro desviaciones ti-
picas, aproximadamente entre 10 y 20; alta, pero aceptable, si esta entre 20 y 30; y en caso de ser
mayor que 30, excesiva y si es menor que 10, se considera demasiada concentracion. Observamos
que la mayoria de los estudiantes produce una variabilidad excesiva (superior al valor 30, marcado
con una linea en el grafico). En concreto, el 40,4% de los estudiantes de la muestra proporcionan res-
puestas con una dispersion muy alta (mayor que 30). Ademas, el 20,8% de los alumnos proporcionan
datos con apenas variabilidad (pues el rango de las cuatro estimaciones dadas es menor que 10); mien-
tras el resto, dan una variabilidad adecuada o alta, pero razonable. Por tanto, son muchos los estudiantes
que no comprenden el efecto del tamafno de muestra sobre la variabilidad del muestreo, en linea con
las investigaciones de Serrano (1996).

Comparacion por curso

A continuacion se analizan las respuestas segun el curso participante, a través de los dos graficos pre-
sentados en la Figura 2. Dicha informacion se complementa con las Tablas 2 y 3, que presentan la fre-
cuencia y porcentaje de alumnos que proporcionan algunas respuestas que consideramos sesgadas,
tanto para el estudio del valor medio como del rango.
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Figura 2. Distribuciones del nimero medio y rango de estimaciones de chinchetas
con la punta hacia arriba segun el curso

En primer lugar se comparan las distribuciones de los valores medios en las cuatro estimaciones en
los dos grupos de estudiantes (Figura 1a), cuyo analisis evidencia que en ambos grupos hay alumnos
que no identifican la diferente probabilidad de los resultados del experimento, puesto que en ambos
graficos hay dos intervalos de alta frecuencia, uno de ellos asociado a la probabilidad teorica (en torno
a 69 chinchetas con la punta hacia arriba) y el otro asociado a la equiprobabilidad (50 con la punta
hacia arriba).

La media global de dicha distribucién en el grupo de 2°ESO (56,9) es menor que el de 4°ESO (58,9),
lo que puede corresponderse tanto a la presencia del sesgo de equiprobabilidad como de la heuristica
de la representatividad, citados anteriormente.

Para analizar este punto presentamos la Tabla 2, donde clasificamos las estimaciones de los estudiantes
en diferentes categorias, bien correctas o aceptables o que muestren diferentes sesgos. En otros casos
se engloban tanto las respuestas de los alumnos que son incorrectas por diferentes razones, como aque-
llos alumnos que no responden al item. Los sesgos de equiprobabilidad y la heuristica de la represen-
tatividad, también hallados en las muestras de sujetos que participan en la investigaciéon de Gomez et
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al. (2014) y de Serrano (1996) se presentan con frecuencia apreciable, sobre todo el primero. Obser-
vamos que la proporcion de sesgos, asi como de respuestas inadecuadas o en blanco (otros casos en
la tabla) es mayor en 2° curso, aunque con pequenas diferencias respecto al 4° curso. También la fre-
cuencia de estimaciones correctas es inferior en 2° curso que en 4° curso.

Tabla 2. Frecuencia y porcentaje de alumnos segtn intervalo en que se situa la media de los valores dados

2°ESO 4°ESO
Frecuencia % Frecuencia %
Hasta 45-Representatividad 26 16,5 16 11,0
45-55. Equiprobabilidad 40 25,5 34 23,5
63-73 Correcto 46 29,3 52 35,9
Otros valores aceptables 35 223 36 24
Otros casos 10 6.4 7 4,8

En segundo lugar, analizamos la comprension de la variabilidad del valor esperado por los estudiantes,
a partir del rango de las cuatro estimaciones que aportan. Para ello, en la Figura 2b se representa la
distribucion de dicho rango segun el curso, donde se observa que ambos grupos de estudiantes con-
ceden una variabilidad extrema a las estimaciones proporcionadas. De hecho, aproximadamente el
50% de los alumnos de 2°ESO que participan en el estudio muestran una comprension pobre acerca
de la variabilidad asociada mostrando una variabilidad excesiva en sus estimaciones, siendo este por-
centaje menor en el otro grupo estudiado.

En los dos cursos el grupo mayor de estudiantes se situa entre los que proporcionan estimaciones con
una variabilidad excesiva. Ademas, en 2° curso el segundo grupo mas numeroso lo forman aquellos
alumnos cuyas estimaciones tienen un rango menor que 10, lo cual implica una concentracion elevada
de los valores estimados para el nimero de chinchetas que caen con la punta hacia arriba, que también
ocurre en un alto porcentaje de estudiantes en 4° curso. Por tanto, se repiten las dificultades con la
idea de variabilidad observada en las investigaciones de Orta y Sanchez (2013) y Sanchez, Garcia y
Medina (2014). Son minoria en los dos grupos los estudiantes que proporcionan estimaciones con una
variabilidad adecuada o bien alta pero aceptable.

Para completar el andlisis, presentamos en la Figura 3 los graficos de caja de las distribuciones del
valor medio y el rango de las cuatro estimaciones proporcionadas por cada alumno en los dos grupos.
El diagrama de caja asociado al valor medio en cada grupo (Figura 3a) indica, por un lado, que la me-
diana es algo mas baja en los alumnos de segundo. Este resultado, junto a los descritos anteriormente
se debe a que estos alumnos dan valores cercanos al 50% con mayor frecuencia que en 4° curso. Son
los alumnos que conciben que los dos resultados son equiprobables, en vez de usar la informacion
frecuencial aportada en la tarea.
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Figura 3. Diagramas de caja del nimero medio y rango de estimaciones de chinchetas con la punta hacia arriba.
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Por otro lado, la dispersion mostrada en este grafico (variabilidad del valor medio de las cuatro estima-
ciones) es similar en los dos grupos, aunque levemente mayor en 2° curso, siendo las graficas relativamente
simétricas, aunque algo sesgadas inferiormente. Aparecen algunos valores atipicos, que se corresponden
con respuestas cuyos valores para el nimero de chinchetas se situia en los extremos del rango de respuestas
posibles, como se observa en las siguientes respuestas de los estudiantes:A61 y A135: (100, 100, 100,
100), A24: (22,0, 8, 16) y A216: (20, 40, 20, 15), siendo A61 el alumno 61 que responde al cuestionario.
Como sefiala Gomez et al. (2014), estos dos ultimos resultados pueden indicar una creencia en la com-
pensacion entre los resultados, mostrando la heuristica de la representatividad ya comentada.

En la Figura 3b se presenta la distribucion de los rangos de las cuatro estimaciones proporcionadas
por los estudiantes, en la que se muestra menor mediana y menor tercer cuartil en el grupo de alumnos
de 4° de la ESO, confirmando que es mayor la proporcion de estudiantes en este curso que conceden
menor variabilidad a las estimaciones, comprendiendo, por tanto que dicha variabilidad no debe ser
muy alta en muestras grandes. Andlogamente, en dichas graficas se identifican algunos valores atipicos,
entre los que destaca la respuesta de A263: (99, 1, 50, 60). Dicho estudiante muestra una concepcion
erronea de la variabilidad del valor esperado, puesto que no tiene en cuenta el efecto del tamarfio de la
muestra, lo que conduce a la aceptacion, como una repuesta probable, de cualquier respuesta que se
localice en el rango de valores posibles (0-100).

Tabla 3. Frecuencia y porcentaje de alumnos que son casos extremos por la ausencia de variabilidad

Caso extremo. % %;fsigcto al total %i:fsigcto al total
Ausencia de variabilidad Frec. de alumnos de 2°ESO) Frec. de alumnos de 4°ESO)
(50, 50, 50, 50) 7 4,5 5 34
(68, 68, 68, 68) 6 3,8 1 0,7
(70, 70, 70, 70),(80, 80, 80, 80) 1 0,6 2 1,4
(100, 100, 100, 100) 2 1,3
Total 16 10,2 8 5,5

Para finalizar nuestro estudio, en la Tabla 3se presenta la frecuencia y porcentaje de estudiantes que
responden a la tarea con una cuaterna constituida por valores con variabilidad nula. Constituyen el 10%
de estudiantes en 2° de ESO y el 5% en 4° de ESO, una proporcion aceptable si se tiene en cuenta que
estos estudiantes estan interpretando el experimento aleatorio en forma determinista, lo que podria ser
indicativo del enfoque en el resultado aislado (Konold, 1991). El profesor debiera estar alerta de estos
sesgos si desea lograr un aprendizaje significativo a partir del enfoque frecuencial de la probabilidad.

CONCLUSIONES E IMPLICACIONES PARA LA ENSENANZA

Tras la aplicacion del cuestionario y el andlisis de los datos, es relevante reflexionar sobre los resultados
obtenidos, ya que el analisis de los documentos curriculares (MECD, 2015) muestra que se deberia
considerar la introduccion de las ideas necesarias para la comprension adecuada y profunda de la pro-
babilidad en el enfoque frecuencial. Sin embargo, en nuestra experiencia, solamente una parte de los
grupos participantes mostr6 un aprendizaje significativo de la probabilidad desde este enfoque. Aunque
los datos se recogieron el primer afio de la aplicacion de la LOMCE, los contenidos de probabilidad
del Decreto de Ensenanzas Minimas (MEC, 2007) eran casi idénticos, por lo que la omision de su en-
sefianza no se justifica por el cambio curricular y sea posiblemente debido a la falta de tiempo, debido
a la extension de los contenidos curriculares.

El analisis de los datos muestra una gran proporcion de respuestas incorrectas en la estimacion de los
resultados a la tarea propuesta. Ademas, el analisis de los datos revela que la muestra de alumnos pre-
senta tanto el sesgo de equiprobabilidad como los derivados de la heuristica de la representatividad.
Esta ultima se identifica en aquellos casos en los que el alumno trata de compensar los resultados,
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proporcionando muestras en las que el nimero de chinchetas que caen con la punta hacia abajo sea
mayor, al igual que ocurrio en el estudio de Gomez et al. (2014). Esta heuristica conduce a la estima-
cion erronea de la frecuencia esperada.

Por otro lado, el estudio realizado refleja que la mayoria de los alumnos tiene una comprension insu-
ficiente de la variabilidad intrinseca al proceso de muestreo, que se ha puesto de manifiesto en el item
propuesto para este estudio con muestras cuyo tamafio es grande (n = 100). En este item, la mayoria
de las respuestas de los estudiantes presentan muestras cuyos valores quedan caracterizados por una
variabilidad excesiva. Por tanto, se confirma una mayor dificultad en la idea de variabilidad, como
ocurre también en la investigacion de Orta 'y Sanchez (2013) en problemas relacionados con el contexto
de riesgo y en la de Sanchez, Garcia y Medina (2014) sobre la distribucion binomial. También encon-
tramos la presencia de respuestas en la que se identifica una ausencia total de la variabilidad.

A pesar de que se esperaba que los alumnos de 4°ESO obtuvieran mejores resultados, debido a factores
tales como la mayor edad y su conocimiento, el analisis de las respuestas apenas revela diferencias
entre los dos cursos escolares, aunque los participantes de 4°ESO han obtenido mejores resultados.
En sintesis, los resultados ponen en relieve la desconexion existente entre los contenidos descritos en
los documentos curriculares y el conocimiento que los estudiantes muestran sobre dichos contenidos
matematicos. Ademas, los resultados obtenidos coinciden con las investigaciones previas, por tanto
se subraya la necesidad de iniciar una instruccion sobre los conceptos asociados al muestreo con la fi-
nalidad de favorecer su comprension. En este sentido, el proceso de ensefianza y aprendizaje deberia
comenzar desde los primeros cursos de la secundaria, de modo que se fortalezcan y desarrollen de
manera gradual los contenidos asociados con el bloque de estadistica y probabilidad. Por otro lado, es
relevante la puesta en marcha de investigaciones que no solamente se preocupen en la identificacion
de sesgos o las dificultades del alumnos, sino también en el disefio de materiales que favorezcan una
mejora para el aprendizaje del alumno.
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